Simplification of the digital representation of the tent map through
  biased fixed point by Teixeira, M. et al.
Simplificac¸a˜o da representac¸a˜o digital do
mapa tenda por meio de ponto fixo
polarizado
Mariana Teixeira ∗ Nayara Pinto Bas´ılio ∗
Davidson Lafitte Firmo ∗ Erivelton G. Nepomuceno ∗
Janier Arias-Garcia ∗∗
∗GCOM - Grupo de Controle e Modelagem, Dept. de Eng. Ele´trica,
UFSJ - Universidade Federal de Sa˜o Joa˜o del-Rei, MG,
(email: marianateixeira6497@gmail.com, nayabasilio@gmail.com,
davidson@ufsj.edu.br, nepomuceno@ufsj.edu.br)
∗∗Departamento de Engenharia Eletroˆnica, UFMG - Universidade
Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte (email:
janier-arias@ufmg.br)
Abstract: Chaotic systems have been investigated in several areas of engineering. In control
theory, such systems have instigated the emergence of new techniques as well, have been used as
a source of noise generation. The application of chaotic systems as pseudo-random numbers has
also been widely employed in cryptography. One of the central aspects of these applications in
high performance situations, such as those involving a large amount of data (Big Data), is the
response of these systems in a short period of time. Despite the great advances in the design of
chaotic systems in analog circuits, it is perceived less attention in the optimized design of these
systems in the digital domain. In this work, the polarized fixed point representation is applied
to reduce the number of digital elements. Using this approach, it was possible to significantly
reduce the number of logic gates in the subtraction operation. When compared to other works
in the literature, it has been viable to reduce by 50 % the number of elements per bit of the
digital representation of the tent map. The chaoticity was evidenced with the calculation of the
Lyapunov exponent. Histogram, entropy and autocorrelation tests were used satisfactorily to
evaluate the randomness of the represented system.
Resumo: Sistemas cao´ticos teˆm sido investigados em diversas a´reas da engenharia. Na teoria
de controle, tais sistemas teˆm instigado o surgimento de novas te´cnicas, bem como, teˆm sido
utilizados como fonte de gerac¸a˜o de ru´ıdo. A aplicac¸a˜o de sistemas cao´ticos como nu´meros
pseudo-aleato´rios tambe´m tem sido largamente empregada em criptografia. Um dos aspectos
centrais nessas aplicac¸o˜es em situac¸o˜es que exigem alto desempenho, como as que envolvem um
grande volume de dados (Big Data), e´ a resposta desses sistemas em um curto intervalo de tempo.
Apesar de grandes avanc¸os na concepc¸a˜o de sistemas cao´ticos em circuitos analo´gicos, percebe-
se uma menor atenc¸a˜o no projeto otimizado desses sistemas no domı´nio digital. Neste trabalho,
aplica-se a representac¸a˜o de ponto fixo polarizado para reduzir o nu´mero de componentes
lo´gicos. Com tal emprego, foi poss´ıvel reduzir significativamente o nu´mero de portas lo´gicas
na operac¸a˜o de subtrac¸a˜o. Quando comparado com outros trabalhos na literatura, foi poss´ıvel
reduzir em 50% o nu´mero de componentes por bit da representac¸a˜o digital do mapa tenda.
A caoticidade foi evidenciada com o ca´lculo do expoente de Lyapunov. Histograma, entropia
e teste de autocorrelac¸a˜o foram empregados satisfatoriamente para avaliar a aleatoriedade do
sistema representado.
Keywords: Caos; Tent Map; Soft Computing; Pseudo Random Bit Generator; Fixed Point.
Palavras-chave: Caos; Mapa Tenda; Computac¸a˜o Flex´ıvel, Gerador de bits pseudo aleato´rio;
Ponto Fixo.
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1. INTRODUC¸A˜O
Grande parte das te´cnicas avanc¸adas de controle industri-
ais sa˜o baseadas na identificac¸a˜o e modelagem de proces-
sos. Um ponto chave para identificac¸a˜o e´ a selec¸a˜o de um
sinal de excitac¸a˜o bem projetado, que permite obter dados
u´teis para o desenvolvimento de modelos precisos (Li Yao
et al., 2006). Um dos sinais de perturbac¸a˜o mais utilizados
sa˜o as sequeˆncias bina´rias pseudo-aleato´rias (PRBS). Es-
tas sa˜o interessantes pois possuem um espectro de frequeˆn-
cia relativamente largo e sua covariaˆncia se aproxima ao
ru´ıdo branco (Tan, 2013).
Na literatura existem diversas metodologias para gerar um
sinal PRBS, como o uso de portas XOR e registradores
de deslocamento (Khani e Ahmadi, 2013; Pesoshin et al.,
2016). Para garantir que o processo dinaˆmico e´ constante-
mente excitado pelo sinal de entrada, estas metodologias
devem assegurar que o per´ıodo do sinal PRBS e´ maior
que o tempo de acomodac¸a˜o do sistema a ser identifi-
cado (Aguirre, 2015). Por isso, nas u´ltimas de´cadas, o uso
de PRBS baseados em mapas discretos cao´ticos ganhou
grande interesse. Estes sistemas, mesmo que a precisa˜o
finita acarrete eventualmente uma dinaˆmica perio´dica,
conseguem preservar a dinaˆmica cao´tica dentro de um
longo per´ıodo (Sreenath e Narayanan, 2018).
Apesar de grandes avanc¸os nos sistemas cao´ticos em cir-
cuitos analo´gicos (Sprott, 2011, 2000), percebe-se uma
menor atenc¸a˜o no projeto otimizado desses sistemas no
domı´nio digital (Nepomuceno et al., 2019). Muitas ve-
zes a digitalizac¸a˜o dos mapas cao´ticos e as te´cnicas de
degradac¸a˜o do caos podem consumir um grande volume
de componentes, diminuindo sua eficieˆncia energe´tica e
desempenho. Um aspecto relevante para PRBS aplicados
em controle de processos industriais, e´ a implementac¸a˜o
de algoritmos em hardware de forma a otimizar a relac¸a˜o
de custo, desempenho e energia. Com isto, este trabalho
apresenta a digitalizac¸a˜o do mapa tenda usando uma re-
presentac¸a˜o nume´rica alternativa, baseada na polarizac¸a˜o
do formato padra˜o de ponto fixo (Institute of Electrical
and Electronics Engineers (IEEE), 2008). Ao polarizar, ou
seja, tornar a representac¸a˜o afim por parte, foi poss´ıvel
reduzir significativamente o nu´mero de portas lo´gicas na
operac¸a˜o de subtrac¸a˜o.
A contribuic¸a˜o deste trabalho e´ evidenciada pela repre-
sentac¸a˜o em ponto fixo polarizado com sua consequente
reduc¸a˜o do nu´mero de elementos lo´gicos por bit. Na com-
parac¸a˜o com outros trabalhos da literatura (Sreenath e
Narayanan, 2018; Khani e Ahmadi, 2013), foi poss´ıvel
reduzir em 50% o nu´mero de elementos digitais por bit.
Com essa reduc¸a˜o, abre-se espac¸o para implementac¸a˜o em
linguagem de descric¸a˜o de hardware (VHDL, por exemplo)
como ja´ tem sido feito em outros trabalhos (Silva et al.,
2017; Muthuswamy e Banerjee, 2015; Ismail et al., 2017).
E´ apresentado tambe´m uma metodologia de perturbac¸a˜o
de sistema muito simples, baseada na alterac¸a˜o do bit
menos significativo do sistema, capaz de diminuir a degra-
dac¸a˜o do caos. A caoticidade foi evidenciada com o ca´lculo
do expoente de Lyapunov (Mendes e Nepomuceno, 2016;
Rosenstein et al., 1993). Histograma, entropia e teste de
autocorrelac¸a˜o foram empregados satisfatoriamente para
avaliar a aleatoriedade do sistema representado.
O restante deste trabalho esta´ organizado da seguinte
forma. Na Sec¸a˜o 2 os conceitos fundamentais sa˜o apre-
sentados. Em seguida, na Sec¸a˜o 3, a metodologia deste
trabalho e´ descrita. Os resultados sa˜o apresentados na
Sec¸a˜o 4, enquanto as considerac¸o˜es finais esta˜o na Sec¸a˜o
5.
2. FUNDAMENTAC¸A˜O TEO´RICA
2.1 Mapa tenda
O mapa tenda e´ descrito por uma func¸a˜o recursiva que,
para uma condic¸a˜o inicial x0, fornece uma sa´ıda de acordo
com a Equac¸a˜o (1). Para manter a propriedade cao´tica, o
paraˆmetro de controle e´ µ ≈ 2.
xn+1 =

µxn, xn <
1
2
µ(1− xn), 1
2
≤ xn
(1)
O mapa tenda e´ relativamente simples e ainda sim apre-
senta um comportamento cao´tico sens´ıvel a`s condic¸o˜es
iniciais. Como apresentado em Crampin e Heal (1994), a
ana´lise do mapa tenda e´ muito simplificada para represen-
tac¸a˜o bina´ria, tornando seu uso vantajoso para aplicac¸o˜es
em circuitos digitais.
2.2 Expoente de Lyapunov
O expoente de Lyapunov e´ um nu´mero utilizado para
indicar a dinaˆmica cao´tica de um sistema, analisando sua
sensibilidade a`s condic¸o˜es iniciais. Para sistemas discretos,
o expoente de Lyapunov e´ dado pela Equac¸a˜o (2) (Mendes
e Nepomuceno, 2016; Nepomuceno, 2014; Nepomuceno
et al., 2017),
Λ = lim
m→∞
1
N
m−1∑
n=1
log2
∣∣∣∣dF (xn)dxn
∣∣∣∣ (2)
em que m e´ o nu´mero de iterac¸o˜es, F (xn) = xn+1, N e´
a quantidade de elementos calculados para a se´rie F (xn)
e n = 1,2,3... e´ a dimensa˜o do sistema. Expoentes de
Lyapunov positivos indicam divergeˆncia na trajeto´ria e
comportamento cao´tico.
2.3 Gerador de nu´meros pseudo aleato´rios (PRNGs)
Para garantir o comportamento aparentemente aleato´rio
de um PRNG, a sequeˆncia gerada deve ser uniforme-
mente distribu´ıda e apresentar um per´ıodo extremamente
longo(Wang et al., 2014).
Uma forma de avaliar a caracter´ıstica aleato´ria e´ a medida
de entropia, que pode ser descrita como a medida de qua˜o
imprevis´ıvel e´ uma sequeˆncia e e´ definida por:
H(x) = −
n∑
i=1
pi log pi, (3)
onde n e´ o tamanho da sequeˆncia, x e´ a sequeˆncia e pi sua
distribuic¸a˜o de probabilidade (de la Fraga et al., 2017).
Figura 1. Circuito com 8 bits implementado no Logisim. O circuito XOR a esquerda e´ composto por 7 portas XOR
que operam entre b0 e b1, b0 e b2, ..., b0 e b7 e sa˜o responsa´veis por verificar se xn ≥ 12 e, se necessa´rio, fazer o
complemento; O registrador de deslocamento realiza uma operac¸a˜o equivalente a multiplicac¸a˜o por 2; A porta XOR
na parte inferior e´ responsa´vel pela perturbac¸a˜o e o multiplexador aplica a condic¸a˜o inicial ao sistema.
Quando H(x) = 1, a distribuic¸a˜o da sequeˆncia e´ uniforme,
sendo imposs´ıvel preveˆ-la a partir dos dados anteriores. Se
H(x) = 0 a sequeˆncia e´ totalmente previs´ıvel.
O u´ltimo teste a ser empregado para avaliar a pseudo-
aleatoriedade do sistema e´ autocorrelac¸a˜o, que e´ uma
medida estat´ıstica que mostra o grau de associac¸a˜o entre
valores anteriores e posteriores de um conjunto de dados
(Khani e Ahmadi, 2013; Sreenath e Narayanan, 2018),
sendo uma ferramenta matema´tica u´til para identificar
a presenc¸a de per´ıodos em um sistema. Um PRNG deve
apresentar autocorrelac¸a˜o muito pro´xima a zero para in-
dicar a falta de padro˜es repetitivos.
3. METODOLOGIA
Como a Eq. (1) somente apresenta o resultado desejado
para xn ∈ [0,1], buscou-se simplificar a forma que um
circuito lo´gico compreende nu´meros fraciona´rios. Para
tanto, foi adotado o padra˜o de ponto fixo fraciona´rio
descrito na Eq. (4),
x10 ≈ x2 = 0,b0b1b2 . . . bk, (4)
em que x10 e´ o nu´mero real a ser representado da base
dez; x2 e´ o nu´mero bina´rio aproximado no sistema digital;
b representa o bit, ou valor lo´gico 0 e 1 e k representa
o nu´mero de bits. Cumpre destacar que, como qualquer
representac¸a˜o digital, o s´ımbolo aproximado ≈ pode dar
lugar a igualdade para casos de ponto fixo, ou seja,
nu´meros em que a conversa˜o entre as bases e´ exata. Neste
trabalho, foram investigadas representac¸o˜es com k ≥ 8.
Sabe-se que o bk equivale a resoluc¸a˜o, ou valor na u´ltima
casa ulp, com valor indicado como 2−k. A representac¸a˜o
nume´rica de ponto fixo polarizado na base 2, indicada por
2∗ pode ser definida da seguinte forma:
x2∗ = x2 − ulp = x2 − 2−k. (5)
Como consequeˆncia, a representac¸a˜o do nu´mero 110 em seu
formato ponto fixo polarizado e´ descrita como
110 = 0,111...112∗ , (6)
e a subtrac¸a˜o (1− xn) equivale a
12∗ − xn = xn (7)
Esta representac¸a˜o permite a simplificac¸a˜o da operac¸a˜o
aritme´tica de subtrac¸a˜o, como mostrado na Eq. (7). A
fim de satisfazer a condic¸a˜o xn ≥ 12 na Eq. (1), utiliza-
se uma porta XOR entre xn = 0,b0b1b2...bk e o bit b0,
permitindo verificar a condic¸a˜o e fazer o complemento do
nu´mero se ela for verdadeira. Ainda buscando reduzir o
circuito digital, na Eq. (1) utilizou-se µ = 2 que, sendo
poteˆncia de 2, permite realizar a multiplicac¸a˜o aritme´tica
mediante apenas um registrador de deslocamento. Assim,
digitalmente, o mapa tenda e´ representado como:
xn+1 =
{
2xn se b0 = 0,
2xn se b0 = 1.
(8)
Como visto na sec¸a˜o 2.1, o mapa tenda apresenta compor-
tamento cao´tico para µ ≈ 2. No entanto, quando µ = 2,
ha´ uma degradac¸a˜o do caos e os resultados se tornam
perio´dicos. Neste trabalho, para garantir as propriedades
cao´ticas do sistema e diminuir este fenoˆmeno de degrada-
c¸a˜o causado principalmente pela representac¸a˜o nume´rica
finita (Li et al., 2005; Cao et al., 2015), utilizou-se uma
porta XOR entre os u´ltimos bits, de tal forma que
bk = bk ⊕ bk−1 (9)
e´ suficiente para causar uma perturbac¸a˜o. O circuito
projetado foi montado no software Logisim, em que e´
poss´ıvel salvar em um arquivo .txt os valores que foram
registrados na notac¸a˜o bina´ria. Com o aux´ılio do Matlab,
as representac¸o˜es bina´rias foram decodificadas para os
valores decimais aproximados. Para verificar se o sistema
digital cao´tico representou adequadamente o mapa tenda,
foram feitas duas ana´lises: o mapa de primeiro retorno
e o ca´lculo do maior expoente de Lyapunov, conforme
descrito em (Mendes e Nepomuceno, 2016). Para verificar
a viabilidade do circuito como gerador pseudo aleato´rio,
foram realizados os testes de entropia e autocorrelac¸a˜o
descritos na Sec¸a˜o 2, ale´m da avaliac¸a˜o do histograma.
4. RESULTADOS
O circuito projetado foi implementado no software Logi-
sim. A implementac¸a˜o para 8 bits e´ mostrada na Figura
1. Para esta implementac¸a˜o a quantidade de elementos
lo´gicos e´ mostrada na Tabela 1. Os dados da tabela foram
obtidos a partir da ferramenta de estat´ısticas do circuito
no Logisim 2.7.1.
Tabela 1. Lista de componentes utilizados na
representac¸a˜o digital do mapa tenda com 8
bits. Utiliza-se o conceito de elementos lo´gicos,
envolvendo portas lo´gicas, multiplexadores e
flip-flops.
Componente Quantidade
Porta XOR 8
Multiplexador (8 bits) 1
Flip-flop D 8
Total 17
A quantidade de portas XOR e Flip-flops D e´ igual
a quantidade de bits do sistema. Logo um sistema de
n bits tera´ 2n + 1 componentes, onde 2n representa a
quantidade de portas XOR e Flip-flops D e a soma de
1 representa o multiplexador com entrada de n bits.
Comparado com trabalhos que descrevem circuitos digitais
cao´ticos, como (Silva et al., 2017), o circuito apresentado e´
significativamente mais simples, afirmando a eficieˆncia da
representac¸a˜o nume´rica por ponto fixo polarizado.
Os dados gerados foram convertidos para seu valor decimal
utilizando o Matlab. Atrave´s do ca´lculo do Expoente de
Lyapunov, mostrado na Tabela 2, e do mapa de primeiro
retorno na Figura 2, comprovou-se que o sistema proposto
e´ capaz de representar o mapa tenda, mantendo seu
comportamento cao´tico.
X(n)
0.5 1
X
(n+
1)
0
0.5
1
Figura 2. O mapa de primeiro retorno relaciona o valor
atual X(n) com o valor posterior X(n + 1) da se´rie.
A forma triangular e´ caracter´ıstica do mapa tenda.
O desempenho do circuito como PRNG foi avaliado atra-
ve´s do histograma na Figura 3 e da autocorrelac¸a˜o na
Figura 4. O histograma mostra uma distribuic¸a˜o bem
uniforme da se´rie gerada e a ana´lise da sa´ıda bina´ria
mostra um grau de desbalanceamento muito baixo, ou seja,
Tabela 2. Expoente de Lyapunov λ calcu-
lado para se´ries de diferentes preciso˜es de bits
seguindo a metodologia proposta por Kantz
(1994) e Rosenstein et al. (1993). O valor da
literatura e´ 0.693, mostrando que os resultados
obtidos esta˜o com boa aproximac¸a˜o do valor
esperado. Como todos os valores sa˜o positivos,
a representac¸a˜o digital do mapa tenda pode ser
considerada cao´tica.
bits λ
8 0,6541
16 0,6833
32 0,6636
a quantidade de 0 e´ muito pro´xima da quantidade de 1.
Isso indica a elevada entropia, que tem o valor igual a
H(x) = 0,9998.
x(n)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p(x
)
0
200
400
600
800
1000
Figura 3. Histograma simulado no Matlab de uma se´rie de
16 bits com 216 elementos. Percebe-se claramente a
uniformidade deste histograma, indicando boas pro-
priedades aleato´rias para a representac¸a˜o digital do
sistema.
Figura 4. Autocorrelac¸a˜o de uma se´rie de 16 bits com 216
elementos, onde k e´ o atraso e r(k) e´ a correlac¸a˜o com
a se´rie atrasada. A correlac¸a˜o elevada somente com
k = 0 indica aperiodicidade, fator importante para
um PRNG.
A Tabela 3 faz uma comparac¸a˜o da quantidade de ele-
mentos digitais do circuito proposto com outros PRNGs,
baseados no mapa tenda, encontrados na literatura. Todos
os trabalhos apresentados passaram no teste de autocor-
relac¸a˜o. A quarta coluna mostra a raza˜o entre o nu´mero
de componentes e a quantidade de bits. Essa raza˜o mostra
que este trabalho apresenta maior eficieˆncia comparado
aos outros, conseguindo reduzir com sucesso a quantidade
de componentes em mais de 50%.
Tabela 3. Comparac¸a˜o da quantidade de elementos digitais de um PRNG em diferentes
trabalhos. Na quarta coluna apresenta-se a raza˜o entre o nu´mero de elementos utilizados e
a quantidade de bits. Fica evidente que o nu´mero de componentes utilizados neste trabalho e´
significativamente inferior a outros trabalhos da literatura.
Trabalho bits No de Elementos Raza˜o
Este trabalho 16 33 2,063
Khani e Ahmadi(2013) 10 55 5,500
Este trabalho
32 65 2,031
64 129 2.016
Sreenath e Narayanan (2018) 32 161 5,031
Sreenath e Narayanan (2018) 64 321 5,016
5. CONCLUSA˜O
Este trabalho investigou a representac¸a˜o digital do mapa
tenda. Procurou-se nesta representac¸a˜o reduzir o nu´mero
de componentes e evitar a degradac¸a˜o das propriedades
cao´ticas deste sistema. A representac¸a˜o por ponto fixo
polarizado permitiu uma grande reduc¸a˜o na quantidade de
elementos digitais do mapa tenda, a partir da simplificac¸a˜o
das operac¸o˜es aritme´ticas. O sistema apresentou compor-
tamento cao´tico, sendo via´vel para gerac¸a˜o de nu´meros
pseudo aleato´rios e, portanto, para diversas aplicac¸o˜es.
Logo a s´ıntese de um sistema cao´tico PRNG mais sim-
plificado e eficiente foi alcanc¸ada.
O pro´ximo passo sera´ a implementac¸a˜o desse projeto em
FPGA, plataforma flex´ıvel para montagem de circuitos
digitais, e a aplicac¸a˜o do circuito projetado na criptografia
e controle, tal como feito por Nepomuceno et al. (2019).
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